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og neaerveerende haftes nytte i s henseende.

af
Dinna Balling og Jgrn Schmidt.

Heeftet ”Lige og ulige” setter fokus pa to af de problemer, som ofte opstar for eleverne i
forbindelse med den indledende undervisning i funktionsbegrebet.

Disse problemer opstar i forbindelse med de forskellige repraesentationer af
funktionsbegrebet og samtidigt i dialektikken mellem det dynamiske og det statiske
funktionsbegreb. De to problemsat hanger ngje sammen. Vi vil her kort diskutere disse
problemer og referere til den didaktiske litteratur for den interesserede laeser. Henvisninger
til litteraturen anfgres i kantet parentes.

Problemet med de mange reprasentationer
En funktion kan allerede pa gymnasieniveau beskrives pa mange mader. Til eksempel:

en regneforskrift (med eller uden angivet definitionsmangde).
en graf.

en sproglig beskrivelse, en algoritme.

en tabel af samhgrende verdier af input og output.

som lgsning til en funktionalligning.

Samtidigt optraeder funktioner som hjelpemiddel i forbindelse med lgsning af ligninger og
uligheder og her treeder endnu et szt fagord i kraft.

Elever skal leere at handtere flere af disse forskellige repraesentationer og sammenhange. De
skal kunne skifte mellem dem. De skal lare, at nogle begreber eller ord kun giver mening i
én af repraesentationerne.

Eleverne skal saledes kunne skelne mellem en parabel, et andengradspolynomium og en
andengradsligning. Det gar ikke an at tale om ”andengradsligningens toppunkt” eller
”parablens rgdder”, mens det er forholdsvist udbredt at sige, at "at ¢ er skeeringspunktet med
y-aksen” (hvor ¢ kommer fra regneforskriften ax® +bx +c ), selvom det vel egentligt er (0,c),
som er skearingspunktet. Det er vores pastand, at evnen til at kunne skelne mellem, hvilken
repreesentation man benytter pa forskellige tidspunkter, er en klar matematisk kompetence
0g endda en, som har en vis overfarselsverdi til andre fag og andre sammenhange mere
generelt. Der er noget reelt at lere. Forstaelsen af, at fagordet er "voksende funktion” og



ikke stigende funktion” eller “tiltagende funktion” er noget veerd i sig selv. At kunne
formulere at “funktionens nulpunkter” er lig “andengradspolynomiets rgdder”, som er
"lgsningerne til andengradsligningen”, som er “fgrstekoordinaterne til grafens
skaeringspunkter med farsteaksen” er et klart tegn pa matematisk modenhed pa
gymnasieniveau. Her overskrides gymnasiets niveau dog nasten, idet der i gymnasiet ikke
normalt skelnes mellem et polynomium og den funktion, som den definerer".
Sammenhangen mellem de forskellige repraesentationer er kompliceret og ikke spor “en-til-
en”, hvilket for eksempel kan illustreres ved falgende spgrgsmal:

Hvis to funktioner er ens, har de sa ngdvendigvis
e samme regneforskrift? (Nej)
e samme graf? (Ja)
e samme beskrivelse? algoritme? (Nej)

Er to funktioner ens, hvis
e de har samme regneforskrift? (Nej. x?kan veere bade injektiv, surjektiv, bijektiv og
ingen delene)
e de har samme graf? (Ja)
e de beskrives ved samme liste af samhgrende punkter af input og output? (Nej)
e de er Igsninger til samme funktionalligning? (Nej)

Heftet om lige og ulige funktioner satter fokus pa sammenhangen mellem regneforskrift
og graf. Eleverne skal med heaftet selv eksperimentere med sammenhangen mellem de to
repraesentationer. Tesen i heftet er, at den grafiske/geometriske beskrivelse giver forstaelse
og indsigt og overblik, medens den regnemassige/algebraiske beskrivelse giver klare
metoder, idet vi kan benytte hele det algebraiske apparat til udregninger og reesonnementer.
Der er ingen tvivl om, at de dygtigste elever bade ville kunne tegne graferne i handen og
udfere de tilsvarende algebraiske udregninger i handen. For at alle elever skal kunne veere
med, legger heftet op til, at man bruger et tegneprogram eller en grafregner til at
fremskynde tegneprocessen. Ligeledes foreslas brugen af et CAS-redskab som genve;j til
gennemfgrelsen af de tilsvarende algebraiske udregninger. Dette gares for at spare tid og
forhindre, at matematikken drukner i tegning og regning. Tegneprogrammerne producerer
kun graferne men udfarer ikke geometriske reesonnementer pa dem. Det skal eleven stadig
selv gare. CAS-verktgjet kan regne men skal stadig modtage de korrekte kommandoer, og
eleverne skal fortolke og forsta CAS-vaerktgijets resultater.

Modseaetningen mellem det statiske og det dynamiske funktionsbegreb

En funktion er en maskine, som man kan putte tal ind i, og sa spytter den et nyt tal ud.
Definitionsmangden bestar af de tal, som funktionen kan spise. En funktion er altsa en

! To forskellige regneforskrifter kan godt definere samme funktion. Funktionerne f, g : (Z / ZZ) - (Z/ ZZ) givet

ved f(X) =X og g(X)= x> er ens som funktioner men forskellige som polynomier.



proces. En funktion ger noget. Denne opfattelse af funktioner understgttes i disse tider af
vor anvendelse af lommeregnere, hvor funktioner er knapper pa lommeregneren, som kan
gare noget ved tallet pa displayet. De relativt langsomme grafregnere, som viser grafen for
en funktion blive tegnet fra venstre mod hgjre, understatter ogsa denne opfattelse.

| kontrast hertil opfatter det statiske funktionsbegreb en funktion som et ferdigt, afsluttet
objekt. Overgangen fra det dynamiske til det statiske begreb kan markeres ved, at det ikke
lzengere er ngdvendigt at kalde en funktion f(x), f er tilstreekkeligt. f er navnet for den

samlede mekanisme, som til ethvert x tilknytter en funktionsveerdi f (x) . | gymnasiet opleves

denne overgang maske tydeligst i differentialregningen, nar man efter at have set pa
differentialkvotienter samler alle disse sammen i en afledt funktion eller nar funktioner i
forbindelse med funktionsfamilier eller differentialligninger pludselig kan veere lgsninger til
ligninger.

Det statiske funktionsbegreb er en abstraktion, som bygger ovenpa det dynamiske
funktionsbegreb pa samme made som en helhed er den abstraktion, som bestar af alle
delelementerne. Dette betyder imidlertid ikke, at man udelukkende skal arbejde med det
dynamiske funktionsbegreb i den indledende undervisning. Det statiske begreb skal i sving
fra starten i mere eller mindre grad. Dette er ngdvendigt for at anspore eleverne til at forme
objektabstraktionen. Der skal ogsa arbejdes bevidst med at forbinde de to anskuelsesvinkler,
idet det er muligt for elever at udvikle bade en dynamisk og en statisk funktionsopfattelse
uden at kunne forbinde de to [6].

Abstraktionen fra det dynamiske til det statiske funktionsbegreb er matematisk set meget
nyttig og setter os i stand til

e at regne pa funktioner, at give mening til f +g, f -g, i , fog.
g

e at formulere regneregler for kontinuitet og differentiabilitet.
o at opfatte en funktion, som et element i et vektorrum (en funktionsalgebra)
o at opfatte en funktion, som en lgsning til en differentialligning (funktionalligning)

De ovennavnte forskellige reprasentationer af funktionsbegrebet er ikke lige dynamiske.
En graf er nok den mest statiske reprasentation i elevernes hoveder pa trods af, at
grafregneren er ngdt til at tegne grafen punkt for punkt. Regneforskriften kan opfattes
statisk, men navnet og anvendelsen af den signalerer det dynamiske funktionsbegreb. Den
sproglige beskrivelse eller algoritmen er ogsa oplagt dynamiske beskrivelser.
Tabelbeskrivelser er ikke sa tilfredsstillende matematisk set og kan nermest opfattes som en
delvis beskrivelse af grafen.

Heftet om lige og ulige funktioner arbejder meget malrettet med “objektificeringen” af
funktionsbegrebet. Der formuleres regneregler for funktioners paritet, hvilket giver eleverne
mulighed for at se en meningsfuld brug af regning med funktioner, for de skal mgde
grenseveerdier og differentialkvotienter. Begreberne “lige og ulige funktioner” bygger i hgj
grad pa den statiske opfattelse af funktionsbegrebet. Det er vel ogsa derfor, at leerebggerne i



gymnasiet, som oftest kun definerer begreberne geometrisk, altsa ved hjaelpe af den mest
statiske repraesentation, som eleverne har til radighed.

Loftet fra det dynamiske til det statiske funktionsbegreb er indbygget i undervisningen pa
bade B- og A-niveau i gymnasiet om end intetsteds eksplicit beskrevet. Den traditionelle
progression fra B-niveau til A-niveau er tydeligst i forbindelse med differentialligninger pa
A-niveau, hvor lgsningerne er funktioner. Den fuldstendige lgsning til 2.ordens
differentialligninger formuleres ofte halvvejs med ord fra den linezre algebra: lgsningsrum,
linearkombinationer, uafhangige lagsninger osv.

Litteratur

De to ovennavnte problemstillingeri forbindelse med indledende undervisning i
funktionsbegrebet kender alle undervisere i gymnasiet fra deres praksis. Problemerne
omtales ogsa utallige gange i litteraturen.

Indenfor den danske gymnasieverden kan henvises til Undervisningsministeriets haefte 48
om matematik pa hf [4], hvor Claus Michelsen har skrevet en artikel om variabel- og
funktionsbegrebet i hf. Den nye bekendtgarelse for hf feellesfaget i matematik illustrerer i
gvrigt, hvordan holdningen i ministeriet for tiden er, at funktionsbegrebet er svert og derfor
skal nedtones pa C-niveau.

| den meget omtalte KOM-rapport [4] om matematiske kompetencer omtales
repraesentationskompetence som en af de 8 centrale kompetencer, som eleverne skal arbejde
med i deres samlede matematiske uddannelse.

| den matematikdidaktiske litteratur star problemerne ogsa centralt, maske isar i
undersggelser af, hvad der sker, nar der indfares teknologi i matematikundervisningen. Vi
vil tillade os i denne forbindelse at henvise til Dinna Ballings egen afhandling [1] (iser
kapitel 4), som i koncentreret form redeggr for, hvordan problemerne beskrives i den
didaktiske litteratur. Desuden skal navnes Claus Michelsens afhandling fra 2001 [3], hvor
han har arbejdet meget med elevernes tilegnelse af funktionsbegrebet. Han har desuden ved
flere lejligheder givet udtryk for, at mange af elevernes problemer med funktionsbegrebet
skyldes deres manglende forstaelse af variabelbegrebet. Mange af overvejelserne omkring
funktionsbegrebets repraesentationer og proces/objekt-dualiteten kan overfgres til
variabelbegrebet. Det er klart, at hvis eleverne har en vaklende forstaelse af, hvad en
variabel er, bliver det meget svert at forsta funktionsbegrebet, hvor en uafhaengig og en
afhaengig variabel er helt centrale begreber.
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