Tillæg til Vækst: Thomas Vils Pedersen, Lektor i matematik KVL

4 Værktøjer: TI-84
4.1 Tabeller og grafer

Den grafiske lommeregner TI-84 fungerer på mange måder som TI-Interactive om end ikke helt så fleksibel. Igen er der tre skærme, du skal være særligt opmærksom på: Beregningsskærmen, grafskærmen og listeskærmen. Du får adgang til disse tre skærme via de følgende taster: 
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	Vi starter med at kigge nærmere på listeeditoren. Der er seks indbyggede lister: 

L1, L2, …, L6
Læg mærke til at de også kan nås gennem tastaturet som 

2nd [1], 2nd [2], …, 2nd [6]
Det er også muligt at arbejde med navngivne lister, men det er ikke så simpelt som i TI-Interactive, så i det følgende holder vi os til standardlisterne.

   Vi taster altså sidelængderne 1, 2, 3, …, 10 ind i den første liste L1 og udnytter dernæst at vi kan udregne omkredsen og arealet direkte ved indtastning af formlen, idet vi som vist sørger for at placere os på listehovedet og ikke i den første celle!
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Læg mærke til at formlen ikke huskes, så hvis vi retter i liste 1 må vi begynder forfra med udregning af formlerne
.


Derved har vi fået opbygget de ønskede lister:
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Vi skal så have tegnet graferne for de to datasæt. Det sker ved at gå ind i 2nd STAT – PLOT øverst til venstre over [Y=] tasten. Det giver adgang til at vælge plottype:
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Vi slår plottet til (ON), vælger en punktgraf, sætter Xlisten til L1 og Ylisten til L2, samt grafmærket til en lille firkant. Dernæst går vi ind i ZOOM-menuen og vælger ZoomStat (Zoom 9), der sikrer en autoskalering af plottet:
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Det er ikke altid at skalamærkerne falder pænt ud på akserne, men så må man gå ind i Windows-menuen for at finjustere grafen. Ofte er det også en fordel at udvide såvel området på x-aksen som området på y-aksen til nogle pænere værdier. På samme måde kan vi tegnet grafen for arealet ved at slukke for Plot1 og oprette et Plot2 med L1 ud af x-aksen og L3 op af y-aksen:
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Graferne hørende til ligningerne O = 4s og A = s 2 tegnes nu ved at gå ind i [Y=]-editoren og indskrive ligningerne. Men denne gang er der ikke mulighed for selv at vælge navnet på den uafhængige variabel, så de må indskrives som 4X og X^2: 
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Du kan tænde og slukke for plottene inde i [Y=]-editoren ved at gå op på den øverste linje og taste ENTER. Tilsvarende kan du tænde og slukke for graferne ved at gå til venstre ud på lighedstegnet og taste ENTER.
Teknisk Tip: Du kan gemme en serie af grafbilleder ved at gå ind i 2nd DRAW – STO menuen. De kan så vises frem ved igen at gå ind i 2nd DRAW – STO og efterfølgende overføres til din computer ved hjælp af TI-Connect-programmet. Men har du TI-Interactive til rådighed er det nok både hurtigere og nemmere at genskabe graferne i TI-Interactive.
4.2 Bedste proportionale vækst: y = a ·x 

Når man har fremskaffet et datasæt, der ser ud til at kunne repræsentere en propor​tio​nal vækst, dvs. med en retlinet graf gennem (0,0) ville det være rart at kunne få udregnet ligningen for den bedste rette linje gennem (0,0). Af forskellige tekniske grunde er proportional vækst ikke indbygget som en standardmodel i TI-84, men alligevel kan vi godt bruge lommeregneren til at komme med et fornuftigt bud på ligningen. 
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	Vi kigger da på det samme konkrete eksempel, hvor øvelsen går ud på at bestemme densiteten for en ukendt fedtet væske. Der måles derfor sammenhørende værdier af væskens rumfang V (i milliliter) og dens masse m (i gram). Datasættet indskrives i to lister i liste-editoren (STAT – ENTER):
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For at undersøge om der er proportionalitet kan vi dels tegne grafen, dels udregne forholdene mellem massen m og rumfanget V. Grafen tegnes ved at gå ind i 2nd Stat – Plot og efterfølgende vælge Zoom Stat (dvs. Zoom 9) efterfulgt af lidt justering i WINDOW-menuen: 
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Punkterne kunne godt se ud til at ligge på en ret linje gennem (0,0) ligesom forholdet med god tilnærmelse er konstant. For at finde en passende værdi for proportionalitetskonstanten a kan vi nu enten bruge middelværdien eller medianen som bedste bud. De udregnes fx på beregningsskærmen ved hjælp af kommandoerne mean() (for middelværdi) og median(), der kan findes i kataloget (2nd 0) eller som listekommandoer under 2nd LIST – MATH:
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Middelværdien og medianen ligger rimeligt tæt på hinanden, så et rimeligt bud på proportionalitetskonstanten kunne være a = 1.18 . Vi tegner derfor linjen med ligningen 
y = 1.18·x:
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Det ser rimeligt ud og vores bud på proportionalitetskonstanten er derfor  
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Bemærkning: Ovenstående fremgangsmåde giver ikke i teknisk forstand den bedste rette linje gennem (0,0), idet denne egentlig bør findes ved hjælp af mindste kvadraters metode. Man kan da enten 'snyde lidt' og i stedet finde den bedste rette linje gennem datapunkterne, eller man kan insistere på at finde den bedste værdi for a ved hjælp af mindste kvadraters metode, hvilket kan gøres såvel grafisk som numerisk. Det første er nemt nok, mens det sidste er en lille smule teknisk. 

For at finde den bedste rette linje gennem datapunkterne vælger man LinReg(ax+b) fra STAT – CALC-menuen:
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Læg mærke til at vi har tilføjet parameteren Y1 til LinReg-kommandoen, så vi automatisk får gemt ligningen for den rette linje i [Y=]-editoren. Du får adgang til funktionssymbolerne på 2nd VARS – YVARS – Function-menuen.
Resultatet af beregningen ser lovende ud. Der er en høj forklaringsgrad
 (r2) på 99.95% og ligningen y = 1.15527·x + 0.12 passer fint med en ret linje gennem (0,0), idet konstantleddet 0.12 er så lille at vi med rimelighed kan opfatte det som måleusikkerhed. 
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Som det ses synes den bedste rette linje at gå gennem (0,0), så det synes rimeligt at beskrive datasættet som et eksempel på en proportional vækst med en propor​tio​na​li​tets​konstant (densitet) på 
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. Det er en smule lavere end før, men denne gang tager vi altså bedre højde for en evt. nulpunktsfejl i målingerne.
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Teknisk tip: Hvis vi insisterer på den bedste proportionalitetskonstant ud fra mindste kvadraters metode må vi arbejde lidt mere. Som sagt kan den dels findes grafisk, dels numerisk. Vi viser begge metoder.

a) Grafisk tvinger vi den rette linje til at gå gennem (0,0) ved at spejle datasættet i (0,0) (dvs. vi skifter fortegn på alle dataene) og dernæst tilføje de spejlede datapunkter til det oprindelige sæt. Man slår to lister sammen ved hjælp af augment-kommandoen (hvis man da ikke simpelthen tilføjer datasættet endnu engang og skifter fortegn i hånden!). Det ser således ud, idet man finder augmentkommandoen på 2nd LIST –OPS-menuen (hvor OPS står for OPerationS):
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En lineær regression udført på listerne L4 og L5 giver da anledning til ligningen
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Den bedste værdi for proportionalitetskonstanten - efter mindste kvadraters metode - er altså givet ved: 
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. (Læg mærke til at vi denne gang ikke kan bruge forklaringsgraden til noget, idet vi har manipuleret datasættet og forklaringsgraden derfor ikke fortæller noget om de oprindelige data!). Som det ses er det næsten ikke muligt at se forskel på denne bedste rette linje gennem (0,0) og så den almene bedste rette linje.
b) Numerisk udregnes den bedste proportionalitetskonstant som et vægtet gennemsnit af forholdene i listen L3, idet der vægtes med kvadraterne på den uafhængige variabel L1. Da statistikkommandoer kun kan tage listenavne som argumenter må vi derfor først udregne kvadratet på liste 1, som vi passende kan lægge i L6. Det ser således ud:
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Det vægtede gennemsnit er da som før 1.17242, mens spredningen på forholdene er så lille som 0.014652, så vi kan bestemt med rimelighed betragte forholdene som værende konstante. Den bedste værdi for proportionalitetskonstanten - efter mindste kvadraters metode - er altså igen givet ved: 
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4.3 Bedste lineære vækst: y = a ·x + b
For at finde den bedste rette linje indsættes datasættet som to lister i listeeditoren (STAT-ENTER), hvorefter man vælger lineær regression, dvs. LinReg(ax+b) i STAT – CALC-menuen:
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Læg mærke til at vi har tilføjet parameteren Y1 til LinReg-kommandoen, så vi automatisk får gemt ligningen for den rette linje i [Y=]-editoren. Du får adgang til funktionssymbolerne på 2nd VARS – YVARS – Function-menuen.
Resultatet af beregningen ser således ud:
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Der checkes for en rimelig forklaringsgrad (r2). I dette tilfælde er den på 99.92% og derfor meget overbevisende. Vi har nu fundet ligningen for den bedste rette linje gennem datapunkterne og checket den tilhørende forklaringsgrad. Men enhver regressionsmodel bør også som vist understøttes af et visuelt check. Vi tegner derfor også grafen for den bedste rette linje og sammenholder den med dataplottet. Dataplottet frembringes som bekendt ved at gå ind i 2nd STAT – PLOT og slå fx det første plot til som et punktdiagram med L1 ud af x-aksen og L2 op af y-aksen. Dernæst vælges ZoomStat (Zoom 9) på Zoom-menuen for at få autoskaleret dataplottet passende. 
Punkterne følger linjen pænt, så det synes rimeligt at beskrive datasættet som et eksempel på en lineær vækst med den tilhørende ligning  y = 2.026x + 2.908.

Teknisk tip: Til et avanceret check af modellen benytter man sig af et residual​plot. Når man udfører den lineære regression udregnes samtidigt en liste over residualerne, dvs. forskellen mellem de faktisk observerede y-værdier og de teoretiske y-værdier beregnet ud fra ligningen for den bedste rette linje. Denne liste, der hedder RESID hentes på 2nd LIST – NAMES menuen. Der slukkes for plot 1 og oprettes et nyt plot med residualerne RESID op af y-aksen og L1 ud af x-aksen. I en god model er residualerne - som her - både små og tilfældigt fordelt:
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Læg mærke til at vi har benyttet TRACE-værktøjet til at få oplyst størrelsen på det mest afvigende residual!
4.4 Bedste eksponentielle vækst: y = b · a x
For at finde den bedste eksponentielle vækstmodel indsættes datasættet som to lister i listeeditoren (STAT – ENTER), hvorefter man vælger den eksponentielle regression, dvs. Exp​Reg, i STAT – CALC-menuen:
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Læg mærke til at vi har tilføjet parameteren Y1 til ExpReg-kommandoen, så vi automatisk får gemt ligningen for den eksponentielle vækstmodel i [Y=]-editoren. Du får adgang til funktionssymbolerne på 2nd VARS – YVARS – Function-menuen.
Resultatet af beregningen ser således ud:
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Der checkes for en rimelig forklaringsgrad (r2). I dette tilfælde er den på 99.58% og derfor overbevisende. Vi har nu fundet ligningen for den bedste eksponentielle vækstkurve gennem datapunkterne og checket den tilhørende forklaringsgrad. Men enhver regressionsmodel bør også som vist understøttes af et visuelt check. Vi tegner derfor også grafen for den bedste eksponentielle vækstmodel og sammenholder den med dataplottet. Dataplottet frembringes som bekendt ved at gå ind i 2nd STAT – PLOT og slå fx det første plot til som et punktdiagram med L1 ud af x-aksen og L2 op af y-aksen. Dernæst vælges ZoomStat (Zoom 9) på Zoom-menuen for at få autoskaleret dataplottet passende. Punkterne følger kurven pænt, så det synes rimeligt at beskrive datasættet som et eksempel på en eksponentiel vækst med den tilhørende ligning  
y = 2.73137·2.03399 x.

Bemærkning: Læg mærke til at lommeregneren følger en anden konvention end den sædvanlige for brugen af konstanterne a og b, idet den eksponentielle vækstmodel skrives på formen 
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. Det er noget man skal være særlig opmærksom på, hvis betegnelserne a og b også indgår i opgaveteksten i den modsatte betydning! Konstanterne ligger i øvrigt gemt på VARS – STATISTICS – EQ-menuen!
Tip: Fordoblingskonstanten X2 findes nemt grafisk ved at indtegne en konstant funktion med den dobbelte startværdi og så benytte intersect-værktøjet på 2nd CALC-menuen til at finde x-værdien for skæringspunktet:
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Fordoblingskonstanten er altså X2 = 0.976.

4.5 Bedste potensvækst: y = b · x a 

For at finde den bedste potensvækstmodel indsættes datasættet som to lister i listeeditoren (STAT-ENTER), hvorefter man vælger potensregression, dvs. PwrReg i STAT – CALC-menuen:
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Læg mærke til at vi har tilføjet parameteren Y1 til PwrReg-kommandoen, så vi automatisk får gemt ligningen for den bedste potensvækstmodel i [Y=]-editoren. Du får adgang til funktionssymbolerne på 2nd VARS – YVARS – Function-menuen.
Resultatet af beregningen ser således ud:
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Der checkes for en rimelig forklaringsgrad (r2). I dette tilfælde er den på 99.19% og derfor rimeligt overbevisende. Vi har nu fundet ligningen for den bedste potensvækstkurve gennem datapunkterne og checket den tilhørende forklaringsgrad. Men enhver regressionsmodel bør også som vist understøttes af et visuelt check. Vi tegner derfor også grafen for den bedste potensvækstkurve og sammenholder den med dataplottet. Dataplottet frembringes som bekendt ved at gå ind i 2nd STAT – PLOT og slå fx det første plot til som et punktdiagram med L1 ud af x-aksen og L2 op af y-aksen. Dernæst vælges ZoomStat (Zoom 9) på Zoom-menuen for at få autoskaleret dataplottet passende. 

Punkterne følger potensvækstkurven pænt, så det synes rimeligt at beskrive datasættet som et eksempel på en potensvækst med den tilhørende ligning  
y = 3.52362·x 0.716027.

Bemærkning: Læg mærke til at lommeregneren følger en anden konvention end den sædvanlige for brugen af konstanterne a og b, idet ligningen for potensvækstmodellen skrives på formen 
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. Det er noget man skal være særlig opmærksom på, hvis betegnelserne a og b også indgår i opgaveteksten i den modsatte betydning! Konstanterne ligger i øvrigt gemt på VARS – STATISTICS – EQ-menuen:
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� Det er teknisk muligt at indtaste formlerne så de huskes, idet man blot skal huske at indtaste dem som strenge, dvs. med gåseøjne (ALPHA +)før og efter formlen. Det gør det dog tungere at arbejde med lommeregneren og vil blive ignoreret i det følgende.


� Hvis oplysningerne om forklaringsgraden mangler på din maskine er det fordi de er slået fra. De slås til ved hjælp af kommandoen DiagnosticOn, som du finder i kataloget.





PAGE  
32

_1159263282.unknown

_1159284959.unknown

_1159516893.unknown

_1159263302.unknown

_1159263251.unknown

